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Elementi di Analisi Matematica e Ricerca Operativa – prova del 13 febbraio 2017 
1) Discutere il seguente problema di Programmazione Lineare: 
 Trovare il massimo di p x1, x2, x3, x4( ) = 3x1 + x2 + x3 + x4  con i vincoli xk ! 0 1" k " 4( )  e 
  
!x1 + x3 + x4 = 3
6x1 + 2x2 ! 2x4 = !2
!x1 + x2 + 4x3 + 4x4 " 16
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 (può essere utile notare che, posto A5 =
0
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, risulta A1 = 2A2 ! A4 + A5 , A3 = A2 + A4 ! A5  e 
B = 2A2 + 3A4 + 2A5 ) 
Svolgimento.  Siccome la terza relazione è in forma di disuguaglianza, introduciamo la variabile “di scarto” 
x5 ! 0  e riscriviamo il sistema nella forma 
 
x1 + x3 + x4 = 3
!6x1 + 2x2 ! 2x4 = !2
!x1 + x2 + 4x3 + 4x4 + x5 = 16
"
#
$$
%
$
$
     cioè     x j Aj
j=1
5
& = B  
dove gli Aj  sono le colonne della matrice dei coefficienti e B la colonna dei termini noti. 
Seguendo l’indicazione fornita scegliamo come base di  A
* = !3 , l’insieme  B1 = A2, A4,A5{ } . 
Si costruisce allora la prima tabella del simplesso come segue: 
 
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x2 cv1 = c2 = 1 2 1 1 0 0 2
xv2 = x4 cv2 = c4 = 1 !1 0 1 1 0 3
xv3 = x5 cv3 = c5 = 0 1 0 !1 0 1 2
!2 0 1 0 0 5
z1 ! c1( ) z2 ! c2( ) z3 ! c3( ) z4 ! c4( ) z5 ! c5( ) z( )
 
Siccome z1 ! c1 < 0  e almeno uno degli  !!,1  è positivo, bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo 
entrare nella base il vettore A1  al posto di uno di quelli presenti.  Il criterio di uscita impone di calcolare 
 !1
"1,1
= 1     e     !3
"3,1
= 2 . 
Siccome il minore dei due è !1
"1,1
= 1, esce il vettore Av1 = A2 .  La trasformazione pivotale avviene operando 
sulle righe della matrice della tabella in modo che le colonne della base canonica figurino, nell’ordine, in 
corrispondenza di A1, A4, A5 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella del simplesso relativa alla base 
 B2 = A1, A4, A5{ } : 
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A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 3 1 12 12 0 0 1
xv2 = x4 cv2 = c4 = 1 0 12 32 1 0 4
xv3 = x5 cv3 = c5 = 0 0 ! 12 ! 32 0 1 1
0 1 2 0 0 7
z1 ! c1( ) z2 ! c2( ) z3 ! c3( ) z4 ! c4( ) z5 ! c5( ) z( )  
Siccome adesso tutti gli z j ! c j  sono ! 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo nella 
regione ammissibile, il massimo vale z = 7  ed è assunto per x1, x2, x3, x4, x5( ) = 1,0,0,4,1( ) . 
2) Sia f x( ) = e
x + e!x ! 2
x per x " 0 , f 0( ) = 0 . 
 a) Dimostrare che la regola scritta sopra definisce correttamente f x( )  per ogni  x !! , cioè che 
ex + e!x ! 2 " 0  per ogni  x !! . 
 b) Dimostrare che f è adatta per definire una distribuzione 
 
Tf ! "D !( ) , cioè f è localmente sommabile. 
 c) Descrivere la distribuzione Tf( )! , derivata di Tf  in  !D !( ) . 
Svolgimento.  
a) Posta g x( ) = ex + e!x ! 2  si ha g 0( ) = 0  e !g x( ) = ex " e"x ; !g x( ) > 0" ex > e#x " x > 0 ; quindi x = 0  è 
punto di minimo assoluto per g; poiché g 0( ) = 0 , risulta allora g x( ) > 0 ! x " 0 . 
b) f è continua in ogni punto, tranne al più x = 0 .  D’altra parte, per x ! 0  è 
 f x( ) = sgn x ! e
x + e"x " 2
x2
 
e lim
x!0
ex + e"x " 2
x2
=
H
lim
x!0
ex " e"x
2x =
H
lim
x!0
ex + e"x
2 = 1  
perciò lim
x!0+
f x( ) = 1, lim
x!0"
f x( ) = "1. 
Allora f ha in 0 una discontinuità di prima specie con salto di ampiezza 2, ed è C1  fuori da 0; essa è quindi 
localmente sommabile. 
  
c) Per quanto stabilito in (b) risulta Tf( )! = T !f + 2" , dove T !f  indica la distribuzione associata alla funzione 
!f , la quale è definita per ogni x ! 0  ed è a sua volta localmente sommabile.  Cioè, per ogni  ! "D !( ) , 
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Tf( )! ," = !f x( )." x( ) dx!# + 2" 0( ) . 
3) Dare, se possibile, un esempio di funzione soddisfacente (separatamente per (a) e (b)) le seguenti 
condizioni, oppure spiegare perché non è possibile esibire un esempio come richiesto. 
 a)  f :!! !  di classe C
1 , non uniformemente continua. 
 b)  g: !1,1[ ]" !  di classe C
1 , non lipschiziana. 
 Ricordiamo che: «f uniformemente continua in I» vuol dire che 
  ! " > 0 # $ > 0,! x, y%I , x & y < $' f x( )& f y( ) < "( )  
 e «g lipschitziana in I» vuol dire che 
  ! L > 0," x, y#I , g x( )$ g y( ) < L % x $ y . 
Svolgimento.  
a) f non uniformemente continua in  !  vuol dire che 
(*) ! " > 0,# $ > 0, ! x, y%I , x & y < $ ' f x( )& f y( ) ( "( ) . 
La funzione f definita in  ! ,  x! x2  soddisfa a quanto richiesto.  Vediamo infatti che (*) è soddisfatta, per 
esempio, con ! = 1 .  Fissato a piacere ! > 0 , siano , x = y + !2 .  Allora x ! y = "2 < "  e 
 f x( )! f y( ) = f x( )! f y( ) = y + "2
#
$%
&
'(
2
! y2 = " y + "
2
4 > " y  
e ! y > " = 1( )  se y > 1! .  Quindi f non è uniformemente continua. 
b) Non è possibile dare un esempio di funzione soddisfacente le richieste di (b) perché ogni g di classe C1  in 
!1,1[ ]  è lipschitziana.  Infatti !g , continua nel compatto !1,1[ ] , è limitata; sia L = max
x!"1,1[ ]
#g x( ) .  Allora, 
applicando il Teorema di Lagrange si vede che: per ogni x , y! "1,1[ ]  è 
 g x( )! g y( ) = "g c( ) # x ! y $ L # x ! y  
in cui c indica un opportuno punto situato tra x e y, la cui esistenza è assicurata dal Teorema di Lagrange. 
4) Due possibili operazioni finanziarie, siano d1 , d2 , possono dare luogo ai risultati economici rappresentati 
in tabella, espressi in migliaia di !, secondo che si verifichi un evento  E1 oppure il suo contrario  E2 , 
aventi rispettivamente probabilità 34  e 
1
4 . 
  
 
eventi d1 d2 probabilità
E1 8 10 34
E2 3 !1 14
 
 a) Stabilire quale operazione è preferibile secondo il criterio della massima speranza matematica. 
 b) Adottando una funzione utilità u x( ) = x ! x
2
2a , con a parametro positivo (indicatore dell’attitudine al 
rischio), stabilire quali valori di a fanno preferire una oppure l’altra decisione. 
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Svolgimento.  
a) Indicate con X1 , X2  le variabili “guadagno” corrispondenti rispettivamente a d1  e d2  si calcola 
 E X1( ) = 8 ! 34 + 3!
1
4 =
27
4 ; E X2( ) = 10 !
3
4 "1!
1
4 =
29
4  
quindi in base al criterio della speranza matematica è preferibile d2 , nonostante sia più rischiosa, perché 
potrebbe dare luogo a una perdita, diversamente da d1 . 
b) Calcoliamo le utilità attese delle due variabili: 
 E u X1( )( ) = 34 ! 8 "
64
2a
#
$%
&
'( +
1
4 ! 3"
9
2a
#
$%
&
'( =
27
4 "
201
8a ; 
 E u X2( )( ) = 34 ! 10 "
100
2a
#
$%
&
'( +
1
4 ! "1"
1
2a
#
$%
&
'( =
29
4 "
301
8a . 
La scelta d2  è preferibile secondo il criterio della utilità attesa, se E u X2( )( ) > E u X1( )( ) , cioè se 
 294 !
301
8a >
27
4 !
201
8a cioè
100
8a <
2
4 cioè a > 25 .  
5) Verificare applicando la definizione di limite, che lim
x!"2
x4 + x3 " 5( ) = 3 . 
Svolgimento. Dobbiamo mostrare che 
 !" > 0 #U  intorno di $ 2 tale che ! x x %Dom. f( )&U $ $1{ }' x
4 + x3 $ 8 < "( )  
Sia dunque ! > 0 .  Il polinomio x4 + x3 ! 8  si fattorizza in x + 2( ) x3 ! x2 + 2x ! 4( ) .  Possiamo pensare di 
limitare la scelta di x all’intervallo !3,!1[ ] , cosicché x ! 3 .  Per tali valori di x si ha: 
 x4 + x3 ! 8 = x + 2( ) x3 ! x2 + 2x ! 4( ) " x + 2 # 33 + 32 + 2 #3+ 4( ) = 46 x + 2 . 
L’ultimo membro è < !  se x + 2 < !46 , cioè  x ! "2 "
#
46 , " 2 +
#
46
$
%&
'
()
.  Perciò, se 
x !U = "2 " #46 , " 2 +
#
46
$
%&
'
()
* "3 ,"1[ ] , allora x4 + x3 ! 8 < " ; l’insieme U ora definito è, per ogni ! > 0 , un 
intorno di !2 ; quindi la verifica ha avuto successo. 
6) Un prestito di 8485,83! viene estinto con tre rate annuali posticipate di uguale importo, al tasso annuo 
composto del 3%. 
 a) Calcolare l’importo di ciascuna delle tre rate. 
 b) Compilare il piano di ammortamento contenente, per ciascuna delle tre scadenze, la quota interesse, la 
quota capitale, il debito estinto, il debito residuo. 
Svolgimento.  
a) L’importo della rata annuale è R tale che l’importo F0  del prestito sia uguale al valore attuale al tempo 0 del 
complesso dei tre pagamenti stabiliti; quindi deve risultare 
 F0 = 8485,83= R 1,03( )!1 + 1,03( )!2 + 1,03( )!3( )  
Svolgendo il calcolo si trova (con buona approssimazione) R = 3000 . 
La prima quota d’interesse è 
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 I1 = F0 ! i = 8485,83!0,03= 254,57 ; 
la prima quota di capitale è 
 C1 = 3000 ! 254,57 = 2745,43  
Essendo la prima annualità, il valore di C1  è anche quello di E1 , debito estinto dopo 1 anno; il debito residuo 
allo scadere del primo anno è 
 F1 = F0 ! E1 = 8485,83! 2745,43= 5740,40  
La riga corrispondente alla seconda annualità si compila secondo le stesse regole, a partire da F1  anziché da 
F0 ;  la terza e ultima di nuovo nello stesso modo a partire dal debito residuo dopo 2 anni, ossia da F2 .  Si 
ottiene la tabella riportata sotto.  (Le piccole differenze tra i valori esposti nella tabella e quelli riportati nei 
calcoli sopra dipendono dalla maggiore precisione negli arrotondamenti applicata da Excel, con cui è stata 
prodotta la tabella qui sotto, mentre i calcoli delle righe precedenti sono stati eseguiti manualmente). 
 
